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 Термодинамические расчеты в условиях 
мантии Земли требуют знания взаимно-
согласованных термодинамических функций ми-
нералов при высоких температурах и давлениях. 
Эта проблема решена в известном методе потен-
циалов в приближении Дебая [1-6]. Известны и 
другие подходы к этой проблеме [7-10]. В про-
тивном случае для расчета термодинамических 
функций необходимо вводить различные упро-
щения как это сделано в работе [11]. 
 Главная цель этой работы состоит в моди-
фикации формализма, предложенного в работе 
[1]. Вместо обычно используемой функции Де-
бая, мы аппроксимируем термическую часть 
энергии Гельмгольца функцией Бозе-Эйнштейна. 
Эта функция была предложена в работе [12] для 
описания энергии Гиббса при нулевом давлении, 
но она вполне пригодна и для представлении 
энергии Гельмгольца, т.е. для VT соотношений. В 
результате мы получаем серию уравнений для 
представления термодинамических функций от 
объема и температуры. Мы можем применить эту 
серию уравнений для расчета любых термодина-
мических функций, если предварительно найдем 
подгоночные параметры в модели, оптимизи-
рующие доступные экспериментальные измере-
ния теплоемкости и относительной энтальпии в 
зависимости от Т, объема как функции темпера-
туры и давления, коэффициента термического 
расширения, модулей сжатия и др. Итак, мы по-
лучили простое термическое уравнение состоя-
ния для мантийных минералов, которое позволя-
ет проводить как согласование любых термоди-
намических функций по экспериментальным 
данным, так и их расчет в широком диапазоне T и 
P, и одинаково пригодное для построения петро-
логических и геофизических моделей недр Земли. 
 Запишем свободную энергию Гельмгольца 
F(V,T) в виде суммы [1,13]: 

F(V,T)= U0+ EP(V)+ Fth(V,T) + Fa(V),  (1) 
где U0 – отсчетная энергия при 0 К, EP(V) – потен-
циальная часть свободной энергии, которая зави-
сит только от объема, Fth(V,T) – тепловая часть 
свободной энергии, которая зависит от объема и 
температуры, Fa(V) – ангармоническая часть сво-
бодной энергии, которая зависит от V. Потенци-
альную часть свободной энергии возьмем в виде 
[14]: 
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где K0 и V0 – модуль сжатия и объем при 0 К и 
нулевом давлении, K’=dK0/dP, x=V/V0.  
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 Тепловую часть свободной энергии опреде-
лим в приближении Бозе-Эйнштейна следуя [12]: 
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где R – газовая постоянная, mB, mE1 и mE2 – степе-
ни свободы каждого вклада, причем mB+mE1+mE2 
≥ 3n и n равно числу атомов в ячейке; ΘB, ΘE1 и 
ΘE2 – характеристические температуры одного 
Бозе и двух эйнштейновских вкладов, 
b=1/[exp(g)-1], g=dln[1+ΘB/(Td)], d – степенной 
параметр, регулирующий поведение теплоемко-
сти вблизи 0 К. При d = 1 получаем линейную за-
висимость теплоемкости от температуры вблизи 
0 К, при d = 4 – эта зависимость близка к тепло-
емкости Дебая, при больших значениях парамет-
ра d – она приближается к теплоемкости Эйн-
штейна.  
 Из (5) легко получить зависимость внут-
ренней энергии и изохорной теплоемкости в за-
висимости от температуры при постоянном объ-
еме: 
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 Тепловое давление получаем из (5) диффе-
ренцированием свободной энергии по объему при 
постоянной температуре Pth=–(∂Fth/∂V)T: 

VEVEVEP EEEEBBth /ã/ã/ã 2212 ++= ,    (8) 
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где EB, EE1 и EE2 обозначают Бозе и эйнштейнов-
ские вклады во внутреннюю энергию в соответ-
ствии с (6), γB, γE1 и γE2 – параметры Грюнайзена, 
которые соответствуют логарифмическим произ-
водным γ= –(∂lnγ/∂lnV)T  каждого вклада.  
 Изотермический модуль сжатия получаем 
из теплового давления KTth = –V(∂Pth/∂V)T: 
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где PthB, PthE1 и PthE1, CVB, CVE2 и CVE2 обознача-
ют Бозе и эйнштейновские вклады в тепловое 
давление и изохорную теплоемкость, qB, qE1 и qE2 
обозначают логарифмические производные q = 
(∂lnγ/∂lnV)T. 
 Выше температуры Дебая в теплоемко-
сти становятся заметными эффекты ангармо-
ничности, которые необходимо учесть в на-
шей модели. Следуя [1], запишем ангармонич-
ную часть свободной энергии в виде: 

Fa(V) = –a(V)T2,        (10) 
где a(V) – параметр ангармоничности. Отсюда 
получаем: 

Ea = aT2, Sa = 2aT и CVa = 2aT, Pa = γaEa/V, 
 γa=(∂lna/∂lnV)T, KTa = Pa(1–γa).      (11) 

Здесь принято, что γa не зависит от объема.  
 Дифференцируя давление по температуре 
при постоянном объеме получаем изотермиче-
ский наклон: 
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и далее рассчитываем коэффициент термического 
расширения α=(∂P/∂T)V/KT. 
 Зависимость параметра Грюнайзена и ха-
рактеристической температуры от объема опре-
делим в классической форме:  

γ= γ0xq и γ = γ0exp[α0(1–xq)/q].     (13) 
 Энтальпия и энергия Гиббса находится из 
соотношений H=E+PV, G=F+PV. Завершая фор-
мирование системы уравнений, потребуем, чтобы 
параметр Грюнайзена соответствовал термоди-
намическим соотношениям при всех условиях, 
т.е.:  

γ=αKTV/CV  и γ=αKSV/CP,   (14) 
где KS – адиабатический модуль сжатия, CP – теп-
лоемкость при постоянном давлении. 
 Предложенная модель позволяет рассчи-
тать любые термодинамические функции при 
заданной температуре и объеме при извест-
ных подгоночных параметрах (U0, V0, K0, K’, d, 
mB, mE1, mE2, ΘBo, ΘE1o, ΘE2o, ao, γBo, γE1o, γE2o, γa, 
qB, qE1, qE2). Они могут быть получены с ис-
пользованием метода наименьших квадратов 
по экспериментальным измерениям теплоем-
кости, энтальпии, объема, коэффициента тер-
мического расширения, модулей сжатия и дру-
гим данным. Модель можно существенно уп-
ростить предположив что параметр Грюнайзе-
на и параметр q одинаковы для всех тепловых 

частей. Теперь имеем следующие подгоноч-
ные параметры: U0, V0, K0, K’, d, mB, mE1, mE2, 
ΘBo, ΘE1o, ΘE2o, a, γ, γa, q.  
 Модель была тестирована на примере маг-
незита и периклаза.  
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